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SUCCESSIONI




& Definizione

Bl DEFINIZIONE
Successione numerica
Una successione numerica f ¢ una funzione che associa a ogni numero
naturale n un numero reale a,,:

fi N>R

ne—a,.

n € la variabile indipendente e si dice indice della successione. a, ¢ la variabile
dipendente e si dice termine della successione.

Una successione ¢ dunque costituita da un insieme di numeri ordinato e infi-
nito:



Bl ESEMPIO

La successione costituita da tutti i quadrati dei numeri naturali ¢ una funzione
f che associa a ogni numero naturale il suo quadrato.

£ N-R
O—ay=

1I—>a1:

0
1
2f—>a2 -4
3»—>a3=9

L’insieme immagine di questa successione, cio¢ il codominio, € proprio I'in-
sieme dei quadrati dei numeri naturali.



€ Rappresentazione di una successione

Per rappresentare una successione, a volte si possono indicare i primi cinque o sei
termini seguiti dai puntini di sospensione, sottintendendo che I'indice equivale
alla posizione. Questo tipo di rappresentazione prende il nome di rappresenta-
Zione per enumerazione.

Bl ESEMPIO
0, 10, 20, 30, 40, 50, 60,

¢ la successione dei multipli di 10.



Il modo pili comune di rappresentare una successione numerica (per non dare
luogo ad ambiguita) consiste nello scrivere esplicitamente la relazione che lega
'indice n e il termine a,. Questo tipo di rappresentazione si chiama rappresenta-
zione mediante espressione analitica.

Bl ESEMPIO
Consideriamo la successione:

T 2n:l,n€N—{O}.

Sostituendo a n i valori 1, 2, 3, 4, ..., si ottengono i termini:
n 1 B2 45 (k4

a:2n+13579
= n 2 1k 3 Ip4




Una successione puo essere rappresentata anche mediante una formula ricorsiva.
Essa viene definita indicando il primo termine della successione, a, (0 a;), e la
relazione che lega il termine successivo, a,+1, con quello precedente, a,,:

ao
{an+1 :f(an) (Per e O)

Quindi, per determinare I'n-esimo termine della successione occorre aver deter-
minato tutti i termini precedenti.

Bl ESEMPIO
Una particolare successione definita per ricorsione ¢ la cosiddetta successione
di Fibonacci:

{ao =il.a =1
an — an—1+ an—2



i cui elementi, detti numeri di Fibonacci, sono:
a, = 1,
a, =1,
a, = ay+a; = 2,
a,=a,+a, =3,
a, = a, +a; =5,

as =as+ay =8,

Una stessa successione puo essere rappresentata in forma sia analitica sia ricor-
siva.

Bl ESEMPIO
La successione dei numeri dispari & definita dall’espressione analitica

a,=2n+1,

ma anche in modo ricorsivo:

a():l
an+1:arz+2



€ Alcuni tipi di successioni

Le successioni monotone

Una successione si dice:

o crescente se ogni termine ¢ maggiore del suo precedente, ossia:
a,< a,+;, VneN;

decrescente se ogni termine ¢ minore del suo precedente, ossia:
a,> d,+1, VneN;

non decrescente (o crescente in senso lato) se: a, < a,.,, Vn e N;
non crescente (o decrescente in senso lato) se: a,=> a,.,;, Vn € N;

costante se ogni termine ¢ uguale al suo precedente, ossia:
a,=da,.;, VneE N,

In generale, una successione per cui vale una di queste proprieta si dice monotona.



Bl ESEMPIO

1. La successione 0, 3, 6,9, 12, ... € monotona crescente.
2. La successione 20, 12, 4, —4, — 12, —20, — 28, ... ¢ monotOna decrescente.
3. La successione 0,0,1,2,2,3,4,4,5,6,6, 7, ... ¢ monotona non decrescente.

] I ¢ L 1L 1 1 1
2°27838°3°3°4°4°4°47"

4. La successione 1, ¢ monotona non cre-

scente.
5. l.a successione 5;5; 5, 5, 5, 5,.... ¢ costante.

Le successioni limitate e illimitate
Una successione si dice limitata superiormente se tutti i suoi termini risultano
minori o uguali di un numero reale M, ossiaa, < M, Vn € N.

Bl ESEMPIO

La successione

2 2 2 2
37475777 n+17 7"

e limitata superiormente, perché tutti i suoi termini sono minori o uguali a 2.



Una successione si dice limitata inferiormente se tutti i suoi termini risultano
maggiori o uguali a un numero reale m, ossia a, = m, Vn € N.

Bl ESEMPIO
; n’+1 i "
La successione a, = o con n # 0,1 cui termini sono
) S 10 17 26 n®+1
> 2 > 3 b 4 b 5 ) o) n ) ey

¢ limitata inferiormente, perché tutti i suoi termini risultano maggiori o ugua-
lia2.



Una successione si dice limitata quando ¢ limitata sia superiormen-

te sia inferiormente, ossia quando esistono due numeri reali m e M tali che
m=<a,<M,Vn €N,

Bl ESEMPIO
La successione a, = L, 1 cul termini sono
/s |
0 1 2 3 4 5 6 n
)2) 3) 4) 5) 6) 7)"') n_l_l)"')

¢ una successione limitata inferiormente, perché tutti i suoi termini risultano
maggiori o uguali a 0 ed ¢ anche limitata superiormente perché la frazione

n 1 . . . . « o . .
— 1 cuna frazione propria, pertanto minore di 1. Tutti i termini della suc-
cessione risultano minori di 1, anche se 1 non fa parte di essi.
La successione data ¢ una successione limitata.



c. Successione limitata.




Una successione non limitata si dice illimitata.

Bl ESEMPIO
La successione a,, = 2n + 1 dei numeri dispari

by 3 D8 A 9 1y s 20 1

¢ una successione illimitata (superiormente).



€ Limite di una successione

Il concetto di limite di una successione ¢ simile a quello di limite di una funzio-
ne. Tuttavia, nel caso delle successioni osserviamo che il dominio ¢ I'insieme dei
numeri naturali e non un intervallo. Poiché N non ammette punti di accumulazio-
ne, la variabile indipendente #n non puo tendere a un valore finito, ma solo a + .

Bl |im a, =+

n—+oo Dire che M ¢ un numero
positivo fissato ad arbitrio
Bl DEFINIZIONE equivale a dire che quanto
I + enunciato vale per ogni
LA 4y = T 00 M > 0.

Questo vuol dire che,
fissato ad arbitrio M > 0,
da un certo indice in poi
tutti i termini che seguono
sono maggiori di M.

Data la successione di termine generale a,, si dice che per n tendente a + oo
la successione ha per limite + oo quando, fissato ad arbitrio un numero M
positivo, ¢ possibile determinare un corrispondente numero p,, positivo

tale che risulti:

a, > M perognin > py.

In questo caso la successione si dice divergente positivamente.



Bl ESEMPIO
Verifichiamo che la successione dei numeri naturali multipli di 3 ¢ divergente
positivamente, ossia che:

lim 3n =+ .

n—-+oo

Fissato un numero positivo M, dobbiamo trovare un corrispondente numero
positivo p,, per cui risulti:

3n > M Vn > py.

Dividendo entrambi i membri per 3 otteniamo la disequazione equivalente:

n>%.

Se poniamo p,; = —]\3/[-, abbiamo trovato che Vn > p,, risulta 3n > M, ossia

tutti i termini con indice n > % sono maggiori di M.



Bl lima,=-o

+00

Bl DEFINIZIONE

lima, =—o

n—-+oo

Data la successione di termine generale a,, si dice che per n tendente a piu
infinito la successione ha per limite —oo quando, fissato ad arbitrio un
numero M positivo, ¢ possibile determinare un corrispondente numero py,
positivo tale che risulti:

d, <~ —: M perognin = py

In questo caso la successione ¢ detta divergente negativamente.



Bl ESEMPIO

Verifichiamo che lim (1 —#n?) =—oo.

n—-+oo

Fissato un numero positivo M, dobbiamo trovare un corrispondente numero
positivo py, per cui risulti:

1—=n*<-M, Vn>py.
Risolviamo la disequazione:
n—1>M > n*>M+1 > n>VM+1.
Se poniamo py = VM + 1, abbiamo trovato che V# > py; risulta:

1 —n*<—M.



B lima,=1

n—--+oo

Hl DEFINIZIONE

lima, =1

n—+oo

Data la successione di termine generale a,, si dice che per n tendente a
+ oo la successione ha per limite il numero / quando, fissato ad arbitrio un
numero € positivo, ¢ possibile determinare un corrispondente numero p.
positivo tale che risulti:

la,—1|<e perognin > p..

Una successione di questo tipo si dice convergente.



Bl ESEMPIO

Verifichiamo che lim P 0.
n—-+oo 2n

Fissato un numero positivo &, dobbiamo trovare in corrispondenza un nume-
ro positivo p. per cui risulti:

1 1
‘Z—n'—o <eg - |2—1’l‘<8’ ‘v’n>p€.

Poiché n > 0, possiamo togliere il valore assoluto:

1
o < E.

Passiamo alla disuguaglianza tra i reciproci dei due membri, cambiando anche
il verso della disuguaglianza, e dividiamo poi per 2:

2n>L — n>i.
S 2€

Se poniamo p. = 2—18, abbiamo trovato che Vn > p. risulta:

2 -ol<e



= I|m a, non esiste

n—-+oo
Puo capitare che una successione non sia né divergente (positivamente o negati-
vamente) né convergente: in questi casi si dice che non esiste il limite, oppure che
la successione ¢ indeterminata.

Bl ESEMPIO
Nella successione

a,=(—1)" conneN,
tutti i termini hanno come valore +1 o —1:

. _{+1 se n & pari
" |=1 sen édispari

Anche considerando indici molto grandi, la successione oscilla tra +1 e —1,
pertanto non e possibile determinare un unico valore a cui si avvicina, quindi
il limite non esiste.



& Teoremi sulle successione

B | teoremi fondamentali

I teoremi che abbiamo dimostrato per i limiti delle funzioni sono validi, come casi
particolari, anche per le successioni.

Ricordiamo in particolare il teorema del confronto:

o date le successionia,, b,,c,talichea,<b,<c,, Vn €N, se hm A= hm g,;=l,

n—-+oo n—-+oo

allora esiste anche il limite di b, per n tendente a + oo ed € uguale a [;

o date le successioni a,, b, tali che a, <b,, Vn €N, se hm a, =+ oo, anche b,

n—-+oo

tende a +oo per n tendente a +oo e, analogamente, se lim b, = —oo, anche
n—T00
a, tende a — oo per n tendente a + oco.




B Le sottosuccessioni

Consideriamo la successione a,, = ,conn € N, e prendiamo i termini che

1+ 2
hanno come indice i multipli di 3 non nulli (cio¢ a3, ag, a., ...):

5 8 In—1
87117 7" 3n+27 "7

2
%

Abbiamo ottenuto un’altra successione detta sottosuccessione o successione
estratta da quella data.

Da una successione possiamo ricavare infinite sottosuccessioni. Diamo altri due
esempi di sottosuccessioni della successione appena considerata:

_2n—1 _5n-1
= m+2’ B = 5n+2°



Applicando la definizione di limite alla successione data possiamo verificare che
lim a, = 1. In modo analogo ¢ possibile verificare che le tre sottosuccessioni ten-

n—-+oo
dono tutte a 1 per n tendente a + oo. Questa € una proprieta generale delle succes-
sioni non indeterminate; infatti ¢ possibile dimostrare il seguente teorema.

BN TEOREMA
Limite delle sottosuccessioni

Se una successione a, ammette limite / € R, oppure + o0 0 — oo, per n ten-

dente a + oo, allora ogni successione estratta ammette lo stesso limite per n
tendente a + oo.

Se una successione ¢ indeterminata, non ¢ detto che anche le sue sottosuccessioni lo siano.
Inoltre, se da una successione e possibile estrarre una sottosuccessione convergente, non pos-
siamo dedurre che anche la successione di partenza sia convergente.

Per esempio, la succes-
sione indeterminata

1) _l> 1, _1, oiise
ha per sottosuccessione
| E 5 i e

che & convergente a 1.




B | limiti delle successioni monotone

Per le successioni monotone vale il seguente teorema.

Dal teorema si deduce
che una successione mono-
EE TEOREMA tona non é mai indetermi-

Limite di una successione monotona nata.

« Se una successione crescente ¢ limitata superiormente, allora ¢ convergen-
te; se ¢ illimitata superiormente, allora diverge positivamente.

o Se una successione decrescente ¢ limitata inferiormente, allora ¢ conver-
gente; se ¢ illimitata inferiormente, allora diverge negativamente.

Bl ESEMPIO
1. La successione a,, = L ossia
) " oon+1°
| 2 3
O) 2 > 3 b 4 b 0: 98

¢ crescente e limitata, quindi ¢ convergente.
2. La successione dei numeri pari ¢ crescente e illimitata, quindi ¢ divergente.



Bl Le operazioni con le successioni

E possibile definire anche con le successioni le quattro operazioni.

Date le successioni
aO, al, az, s ey an) e e e e bo, bl, bz, s ey bn, e ey

definiamo le seguenti operazioni.

Addizione

Si chiama somma delle due successioni la successione:
aog+ by, a,+b;, a,+b,, .., a,+0b,,

Sottrazione

Si chiama differenza delle due successioni la successione:

ao—bo, al —bl, az_bz, csey an_bn,



Moltiplicazione
Si chiama prodotto delle due successioni la successione:

ao'bo, al'bl, az'bz, SEE an'bn,
Divisione
Seb,#0, Vn € N, si chiama quoziente delle due successioni la successione:

a a a, a,

b’ B by B

Per esempio, se Per esempio, se
a,=2neb, =n*—3n, _ |
r £ an—n—lebn—;,

a, + b, =

=2n +n®—3n = _. =1

an.bn I .

=n?—n. n




B | teoremi sulle operazioni con i limiti

Se lima,=1e lim b, =1, allora sono validi i seguenti teoremi.

n—-+oc n—-+oo

o Teorema della somma dei limiti: lim (a,+ b,) =1+ 1.

n—-+oo

o Teorema della differenza dei limiti: lim (a, —b,) =1—1T

Per esempio: 1

- lim —=0e
P n n 1. n_l_l
=0+ 1 = 1 perché . W

o Teorema del prodotto dei limiti: hm (G.~b)y= 1T,

n—-+oo

« Teorema del quoziente dei limiti: se b,#0 VneN e I'#0, allora hm 2

iereoly



€ Limiti delle progressioni

Bl Le progressioni aritmetiche

Bl DEFINIZIONE
Progressione aritmetica

Una successione numerica si dice progressione aritmetica quando la diffe-
renza fra ogni termine e il suo precedente ¢ costante.

La differenza costante fra un termine e il suo precedente viene chiamata ragione
della progressione e viene indicata con d.

Se d > 0, allora a,., > a, e quindi la progressione & crescente; se invece d < 0, allora
a,+1 < a, e quindi la progressione ¢ decrescente.




Molto spesso capita di considerare un numero finito di termini consecutivi della
progressione. In tal caso il primo e I'ultimo termine di questo insieme ordinato
sono detti estremi della progressione.

Bl ESEMPIO

Consideriamo la successione:
10, 15, 20 25, 30, 35, 40,

E una progressione aritmetica di ragione 5. Consideriamo i primi cinque ter-
mini: avremo un insieme i cul estremi sono 10 e 30.



BN TEOREMA
Calcolo del termine a, di una progressione aritmetica

In una progressione aritmetica, il termine a, ¢ uguale alla somma del primo
termine a, con il prodotto della ragione d per (n — 1):
a, = a;+ (n—1)-d, con n intero positivo.
El TEOREMA
Somma dei primi n termini di una progressione aritmetica

La somma S, dei primi n termini di una progressione aritmetica ¢ uguale al
prodotto di n per la semisomma dei due termini estremia, e a,:

a;+ a
S,=n- 12 n

Bl ESEMPIO
Calcoliamo la somma dei primi 10 termini della progressione aritmetica di
primo termine 1 e ragione d = 2:
L3595 75 95 L15.15:.15; Y75 1950
Poiché n = 10,a, = 1, risultaa,;y =1 + (10 — 1) - 2 = 19 e quindi:

1+ 19

SIOZ 10 - 5

-=10-10 = 102,



B |l limite di una progressione aritmetica

Poiché il termine generico a, di una progressione aritmetica di ragione d ¢ dato
dall’espressione

a,=a;+n-—1)-d,

vediamo che:

l.sed = 0,cioea, =a, Vn > 1, allora la successione é costante e

lim o = ay

n——+oo

2.se d # 0, allora:

lim a,= lim [g;,+(n—1)-d] =

n— =+ oo n—-+oo

{+oo sed >0
—0 sed <0

Pertanto vale la seguente proprieta.
Hl PROPRIETA
Una progressione aritmetica di ragione d # 0 ¢ sempre divergente.



Bl Le progressioni geometriche

Bl DEFINIZIONE
Progressione geometrica

Una successione numerica si dice progressione geometrica quando il quo-
ziente fra ogni termine e il suo precedente e costante.

Il quoziente costante fra un termine e il suo precedente ¢ detto ragione della pro-
gressione geometrica e viene indicato con g.

La ragione g non puo essere mai uguale a 0.

Se consideriamo un numero finito di termini consecutivi di una progressione geo-
metrica, il primo e 'ultimo termine sono detti estremi della progressione.

Bl ESEMPIO
La successione
7. 21, 63, 189, 567,

¢ una progressione geometrica di ragione 3. Gli estremi dei primi 4 termini
sono 7 e 189.



e se g > 0,itermini sono tutti o positivi o negativi;
e se g < 0,itermini sono alternativamente di segno opposto.
d d d

n-1 n n+1
@ & 2

BN TEOREMA \@33/”\@/

Calcolo del termine a, di una progressione geometrica

In una progressione geometrica il termine a, ¢ uguale al prodotto del pri-
mo termine a, per la potenza della ragione con esponente (n — 1):

a, = a,;-q"~ ' con n intero positivo.
Bl ESEMPIO

Nella progressione geometrica di ragione 2, determiniamo il sesto termine
sapendo che il primo termine ¢ uguale a 3.

Poiché a, = 3, g = 2, il sesto termine é:

La progressione geometrica ¢
i =3-21=3-2"= 96.

3,6, 12, 24, 48, 96, ...



Hl TEOREMA
Somma dei primi n termini di una progressione geometrica

La somma S, dei primi » termini di una progressione geometrica di ragione
g diversa da 1 ¢ espressa dalla formula:

q°—1
q—1

Sn = ay-

Bl ESEMPIO
Calcoliamo la somma dei primi 5 termini della progressione geometrica:
2; 8 32; 128; 512;
Poiché g = 4, a, = 2, calcoliamo S;:

4£—1_, 1024—1
4-1 3

S5:2’

= 682.



Bl |l limite di una progressione geometrica

Poiché il termine generico a, di una progressione geometrica di ragione g ¢ dato da

- —]
dp=aq"

vediamo che:

e se g =—1,allora a, cambia alternativamente segno al crescere di # e il suo valore
assoluto tende a + oo per n tendente a + oo; quindi non esiste il limite lim a,;

n—-+oc

e se—1<g<1,ciot|g|<1allora lim g"= 0 equindi:

n—-+oc

. . . =1 __ ;
lim a, nlirpw a,q 0;

n—+oc

o se g = 1, allorala progressione geometrica ¢ costante e quindi lim a, = a;

n—-+oo

e se g > 1, allora:

+o00 sea; > 0
—o0 seaq; <0

lim a,= lim a;q"" ={

n—-+oo n—-—+oo



Comportamento della progressione geometrica al

variare della ragione q.

convergente - seq=1

0 selgl<1

divergente e {+oo sea; >0
- sea;<0

indeterminata w—
» non ammette limite

ac

se

se

-1<qg=<1



ESERCIZI




ESERCIZIO GUIDA
Rappresentiamo mediante una possibile espressione analitica la seguente successione:

1 2 3 4 5

Z° 510 W7 26

Possiamo notare che in ogni frazione al numeratore troviamo i numeri naturali a partire da 1, mentre il
denominatore si ottiene aggiungendo 1 al quadrato di ogni numero naturale diverso da 0, cioé n*+ 1,
infatti:

2=1%+1; 5=2%F1; 10=3*+1; 17=4°4+1;

Dungque il termine generico della successione é:

a, = —> ne N — {0}.




ESERCIZIO GUIDA

. : : _ 2n .
Dimostriamo che la successione a, = p € crescente.

Dobbiamo dimostrare che a, < a,,+;, Vn € N — {0}.

Risolviamo la disequazione:

2n—3<2(n+1)—3
n ntl ;
Si ha:
2n—=3 ~2n—1 2n*+2n—3n—3 < 2n*—n
n n+1 nin+1) nn+1)°

Essendo n > 0, possiamo eliminare il denominatore e semplificare:
2nt—p =5 Dyt = pisad s (),

La disequazione ¢ dunque verificata Vn > 0, pertanto la successione e crescente.



ESERCIZIO GUIDA

Stabiliamo se la successione a, = ,conn > 1, ¢ limitata superiormente, limitata inferiormente,

2n
. . rye . =
limitata o illimitata.

Scriviamo alcuni elementi della successione e

: : : 758
li rappresentiamo su una retta orientata. “ i = ?7? 3 i
li { B | 1 —
M
4385127 2n i .%2
)3)2)5)3) ')n_l)"'

La successione ¢ limitata superiormente, perché tutti i suoi termini risultano minori o uguali a 4. Infatti,
la disuguaglianza
2n 2n—4(n—1) —2n+4 n—2 -

< = = . o
n—l_4 7= = n—1 = o=

¢ sempre verificata, essendo n > 1.
Essa ¢ anche limitata inferiormente, perché tutti i suoi termini risultano maggiori di 2. Infatti la fra-

. n 1\ . n . r n \ . . . \ .
zione -~ puo essere scritta come 2+~ poiché L1 ¢una frazione impropria, essa ¢ maggiore

di 1, quindi risulta > 2. Tutti i termini della successione sono maggiori di 2, anche se 2 non fa

2n
=gl
parte di essi.

Pertanto la successione data € una successione limitata.



ESERCIZIO GUIDA

Verifichiamo che la successione a, = n* — 1 diverge positivamente.

Dobbiamo verificare che lim (n*> — 1) =+ .

n——+oo

Fissato ad arbitrio un numero M > 0, dobbiamo trovare un corrispondente numero p,, > 0 per cui
risulti:

n’—1>M, Ynu_ by
Risolviamo la disequazione:
n*> M+ 1.
Poiché i due membri sono positivi, possiamo estrarre la radice quadrata:

n>vM+1.

Se poniamo py = VM + 1, abbiamo trovato che Vn > py, risulta n?> — 1 > M, pertanto la successione
data diverge positivamente.



ESERCIZIO GUIDA

Verifichiamo che la successione a, = 3 — n diverge negativamente.

Occorre verificare che lim (3 — n) = — 0.

n—+oo

Fissato un numero M > 0, dobbiamo trovare un corrispondente numero pj; > 0 per cui risulti:

3—'n<—M, Vn>pM
Risolviamo la disequazione:
—3+n>M - n>M+3.

Se poniamo py; = M + 3, abbiamo trovato che Vn > p, risulta 3 — n < — M, pertanto la successione
data diverge negativamente.



ESERCIZIO GUIDA

Verifichiamo che lim 2n—1 _ 2.

n——+oo n

Fissato arbitrariamente un numero € > 0, cerchiamo un corrispondente numero p.> 0 per cui risulti:

‘ at=1 —2‘<e, Vn>p. — ‘ 2n—’11—2n <g - ‘—%|<8.
Essendo n > 0, —%| = %, quindi la disequazione ¢ equivalente a: % < E.

Passiamo ai reciproci in entrambi i membri, cambiando il verso della disuguaglianza: n > -

—1

Se poniamo p. = %, abbiamo verificato che Vn > p, risulta = 2‘ < ¢&.



ESERCIZIO GUIDA
n2

Calcoliamo lim
no+oo  2p?

Poiché stiamo calcolando il limite per n —+ oo, possiamo considerare n # 0; quindi, raccogliendo n* al
numeratore, abbiamo:

1
lim 1-n* _ lim VZ( n’ 1) =—1
no+o  2p? n—+oo 21’1/2 2

Osservazione. In analogia a quanto visto per il calcolo del limite per x —+ oo delle funzioni fratte, si
ricava la seguente regola di calcolo del limite per n — + oo del rapporto di due polinomi in #.
Detti gy e gp i gradi del numeratore e del denominatore:

e se gy > ¢gp, il limite & pili 0 meno infinito, con segno concorde con il segno del rapporto fra i coeffi-
cienti dei termini di grado massimo del numeratore e del denominatore;

o se gy < gp, il limite e uguale a 0;

e se gy = gp, il limite e uguale al rapporto fra i coefficienti dei termini di grado massimo del numerato-
re e del denominatore.



ESERCIZIO GUIDA
Stabiliamo se le seguenti successioni, definite per n € N, sono progressioni aritmetiche o geometriche:

G, — 3h — 2 b =i e =y

* a, ¢ una progressione aritmetica, perché:
a,—~a. 1=03n=2)—=[3(n=1)=2]=3,
ossia la differenza fra un termine qualsiasi e il suo precedente & costante. La ragione & d = 3.

« b ¢ una progressione geometrica, perché:

bn 42n+3 42n+3
b, , 420-D+3 — gon+l

= 4(2n+3)—(2n+1) = 42

ossia il quoziente fra un termine qualsiasi e il suo precedente ¢ costante. La ragione & g = 42,

« ¢, non € né una progressione aritmetica né una geometrica, perché:

c n’ n Y\
G === =gt 43t =3ntle o= s =(527),

ossia sia la differenza, sia il quoziente fra un termine e il suo precedente dipendono da n.



ESERCIZIO GUIDA

a) Calcoliamo il sesto termine, ae, di una progressione aritmetica di ragione d = 4 il cui primo termine &
a, = 5.

b) Calcoliamo il sesto termine, a¢, di una progressione geometrica di ragione g = 2 il cui primo termine ¢
a, = 5.

a) Utilizziamo la formula: b) Utilizziamo la formula:
a,=a,+n—-1)-d. a,=a;-q"" ..
Essendo n = 6,a, = 5 e d = 4, otteniamo: Essendo n = 6,a, = 5 e q = 2, otteniamo:
ag=5+(6—1)-4 =25, a.= 5" 23 = 5030 = 160"
La progressione ¢ la seguente: La progressione ¢ la seguente:

9, il 5 S 7o 21 25 5, 10, 20, 40, 80, 160;...



ESERCIZIO GUIDA

Calcoliamo la somma:
a) dei primi sei multipli di 5 diversida 0; b) delle prime sei potenze di 3 con esponente diverso da 0.

a) I numeri di cui vogliamo conoscere la somma sono i primi sei termini della progressione aritmetica di
primo termine 5 e ragione 5: 5, 10, 15, 20, 25, 30.

Applichiamo la formula S, =n -%. Sostituendo i dati, n = 6, a, = 5, a; = 30, otteniamo:
S =60 *‘230 — 105,

b) I numeri di cui vogliamo calcolare la somma sono i primi sei termini della progressione geometrica di
ragione 3 e primo termine 3:

3,9,27,81,243,729,.

q"—1
qg-—1
29— 728

31 2 =3'T=1092.

Usiamo la formula S,, = a; - . Sostituendo n = 6, a; = 3, ¢ = 3, otteniamo:

86=3'



SERIE




& Definizione

Abbiamo gia visto che un numero decimale finito puo essere scritto come somma
di numeri interi e/o di numeri frazionari.
Per esempio:

2491 =24+ 2 42 4 1

10 100 1000 °

Possiamo eseguire I'addizione perché é formata da un numero finito di addendi.

Consideriamo ora un numero decimale illimitato periodico. Per esempio, se scri-
viamo

NP -] O DS IR S

10 ~ 100 = 1000 = 10000 T aas

che significato diamo a questa addizione di infiniti addendi?



5 S 5 5

Per rispondere, consideriamo la successione 3,

costruiamone un’altra mediante somme parziali dei suoi termini:

s = 3,

&:3+f%:35,
s3=3+%+%=3,55,
s4=3+%+%+ﬁ=3,555,

5 = b 2 o2 2 = 35555,

10 100 ~ 1000 = 10000

10 > 100 * 1000 > 10000 * ™



Quando scriviamo la precedente uguaglianza tra il numero 3,5 e la somma di
infiniti termini, in realta affermiamo che la successione di somme parziali che
abbiamo costruito ha per limite il numero 3,5.

In generale, il procedimento che abbiamo esaminato porta ai concetti di serie e di
somma di una serie e serve per studiare I'addizione di infiniti addendi.

Bl DEFINIZIONE
Serie numerica

Data una successione di numeri ay, a,, a3, ..., d,, ..., Si chiama serie nume-
rica la successione:

Sl — al,

»
o
Il

a; + a,,
a, + a, + as,

(o
W
|l

Se=drtayrtas+*..+a;



[numeriay, a,, as, ... si chiamano termini della serie; a,, si chiama termine gene-

rale; le somme sy, 55, 53, ..., S, ... si dicono somme parziali o ridotte della serie.
s, si chiama ridotta n-esima o ridotta di ordine n.

+ o0
E possibile indicare una serie con ) a,.

n=1

+ o0
Il simbolo ) si chiama sommatoria e si legge «<sommatoria in 7 da 1 a pil infi-

n=1

nito». Si ha quindi:

+ o

Zan=a1+a2+a3+...+an+...

n=1

Bl ESEMPIO

+ oo
Le ridotte della serie Z (2n — 1) sono:

n=1
1,52:1‘"3:4,53:1+3+5:9,S4:1+3+5+7:16,
1+3+5+7+9 =25,...

S

\



Utilizzando il simbolo di sommatoria, la ridotta n-esima puod essere scritta
come:

n
35 — Z aj.
k=1

BN ESEMPIO P
Consideriamo la serie ) -~
n=1
I suoi termini sono:
” 23 8 24 M
Ai1=2,0y=—=2, 03 =—=—,Q1=—7=4, ..., 0, = .
: ) 2 3 32 A4 n o

Le ridotte sono:

$1=2,8=2+4+2=4,5,=2+2+ - = 5 v Sii=



& Serie convergenti, divergenti, indeterminate

La definizione di serie ¢ stata introdotta per dare significato all’addizione di un
numero infinito di termini. Alcune volte tale addizione da per risultato un nume-
ro, altre volte non da risultato. A seconda del comportamento, una serie puo esse-
re convergente, divergente, indeterminata.

Il comportamento di una serie viene chiamato carattere della serie.

Bl Serie convergente
BN DEFINIZIONE
Serie convergente

+ o0
Una serie ) a, & convergente se la successione delle sue ridotte ha un limi-
n=1

te finito, cio¢ se lim s, =s,s € R.

n—-+oo

Il numero s si chiama somma o valore della serie e si scrive anche:

+ o0
S 4, =

n=1



Bl ESEMPIO

Consideriamo la seguente serie:

+ oo
11 1 1 1
2amin - 12V 23 32 Tt amen T

n=1

; 1 . .
Il suo termine generale, a, = n(n+ 1)’ puo essere scritto come somma alge-
brica di due frazioni piu semplici:

1 1 1

n(n+1)=n n+1°

Quindi, la ridotta n-esima s,, é:

42 1 1 1 1 1 1 1
S"_(l 2>+(2 3>+(3 4)+"'+<n—1 n>+




Eliminiamo le parentesi e semplifichiamo; restano soltanto il primo e I'ultimo

addendo:
1

s, = 1—
Passando al limite per n — + oo, otteniamo:

lim s, = 1.

n—-+oo
+oo 1

Pertanto, la serie ha per somma 1: =
nz=:1 nin-+1)

L.



Bl Serie divergente

BN DEFINIZIONE
Serie divergente

+ o0
Una serie ) a, &:
n=1

« divergente positivamente se la successione delle sue ridotte ha limite + oo:

lim s, =4 oc;

n—+oo
o divergente negativamente se la successione delle sue ridotte ha limite — oo:

lim s, =—o0.
n—+oo

In questo caso si dice che la somma della serie ¢ +oo (oppure —oo) e si scrive
anche:

+ o0 ' T
Z a, =+ oo (Oppure Z a, — _OO>

n=1 n=1



Bl ESEMPIO
Esaminiamo la serie Z 2n. I suoi termini sono: 2, 4,6, ..., 21 ...

n=1
Essi costituiscono la progressione aritmetica dei numeri pari, cioe la progres-
sione di ragione d = 2, che ha come primo elemento a, = 2. Calcoliamo la
ridotta n-esima utilizzando la formula della somma dei primi #n elementi di

una progressione aritmetica:

hta, _2+2n

— ez ] — 2
S, 5 5 (n+1)n = n*“+ n.

Dato che lim (n* + n) =+ oo, la serie diverge positivamente e scriviamo:

n—-+oo

+ oo
D 2n=2+4+46+..+2n+..=+o.

n=1



B Serie indeterminata

Bl DEFINIZIONE Una serie indeterminata
Serie indeterminata si dice anche oscillante.

+ o0
Laserie Y a, ¢indeterminata selasuccessione delle sue ridotte & indetermi-
n=1

nata, cioe se non ¢ né convergente né divergente.

Bl ESEMPIO
+ o0
Consideriamo la serie Y (— 1)" e scriviamo i suoi termini:
n=1
a1=—1,a2: 1,a3 :_1,a4: 1,...,an — (_ l)n) “ee

La successione delle ridotte é:
s$i=—1,5,=0,5=—1,5,=0,8=—1,...,8,=0,8,:.1=—1, ...

Le ridotte hanno alternativamente valori —1 e 0, pertanto la loro successione
¢ indeterminata. La serie data ¢ quindi indeterminata.



Bl La serie geometrica
Bl DEFINIZIONE
Serie geometrica

Si chiama serie geometrica di ragione g la serie:

+ o0
Ygr=1+g+@®+q+...+q"+...

n=20

I suoi termini sono quelli della progressione geometrica che ha la stessa ragione g
e come primo elemento 1.

BN ESEMPIO
+ oo n
L)_ 1.1 1
;0(5 = 1ok g

\ : : N 1
¢ la serie geometrica di ragione -



Comportamento della serie geometrica al variare della

ragione Q.
divergente
»  + oo
convergente 1
) ——
=9

indeterminata

» 7 somma

se

se

se

-1<q<1



Le proprieta delle serie

Per le serie valgono queste proprieta.

Proprieta distributiva 5
Se ¢ ¢ un numero reale diverso da 0, le serie Z a, e Y, ca, hanno lo stesso carattere.

n=1 n=1
o0 + oc
Se sono convergenti, allora Z €Ay, =6 z @i
n=1 n=1

Proprieta associativa

Data una serie convergente oppure divergente, se associamo i suoi termini in gruppi contenen-
ti un numero finito di addendi consecutivi, otteniamo una serie che ha la stessa somma (finita
o infinita).

Non vale invece la proprieta commutativa:
se modifichiamo I'ordine dei termini di una serie, in generale ne otteniamo un’altra che ha una
somma diversa o un diverso carattere.



ESERCIZI




ESERCIZIO GUIDA

Scriviamo la seguente serie utilizzando il simbolo di sommatoria:

3.4 .5 .6
2 h

Procediamo in due tappe:

a) cerchiamo l'espressione di un termine qualsiasi della somma in funzione dell'indice 7;
b) determiniamo il valore iniziale di n.

a) I termini della serie sono frazioni i cui denominatori rappresentano la successione dei numeri natu-
rali, mentre ogni numeratore ¢ sempre il successivo del denominatore. Possiamo pertanto scrivere:

= -t
o

b) Il primo termine della serie ¢ 2, che si ottiene assegnando a » in a,, il valore 1.

S n+1

n=:I

La scrittura cercata ¢ pertanto

Osservazione. Tale scrittura non € univocamente determinata. Infatti, si pud anche notare che i nume-
ratori costituiscono la successione dei numeri naturali a partire da 2, mentre ogni denominatore ¢ il
precedente del numeratore.
+ oo
Si puo quindi scrivere: )
n=2

_n
n—1°



ESERCIZIO GUIDA

Dimostriamo, applicando il principio di induzione, che:

k=7l ) =rr 1) ne N0
=

Per n = 1 la proposizione & vera. Infatti, il primo membro ¢ 3 e il secondo membroeé1-(2 + 1) = 3.
Supponiamo ora che la proposizione sia vera per #n, dimostriamo allora che & vera anche per n + 1.

Il primo membro per n + 1 diventa:
37 1015+ dn— 1) Fdn + 1) —1] =
=n@n+1)+[4n+4—1] =2n*+n+4n+3 =2n*+5n + 3.
Il secondo membro per n + 1 &:
m+1)2n+1)+1]=m+1)2n+3) =2n*>+ 5n+ 3.

La proposizione e quindi vera per n + 1.



ESERCIZIO GUIDA

+ o0
Applicando la definizione, verifichiamo che la serie ) —; ¢ convergente e ne determiniamo la
=i
somma. e

Dobbiamo verificare che il limite della successione s, delle ridotte per # —+ co € un numero finito, ossia

che lim s, =s.
n—+oo 1

Riscriviamo il termine generale a, =

= e calcoliamo s,
n—n nn-—1) i

1 1 1 1 i 1 1

- - - - R e e
21 32 43 54 65 nin—1)
Poiché non siamo in grado di calcolare il limite di questa espressione, cerchiamo di scrivere il termine
generico a, come somma algebrica di due frazioni, ovvero cerchiamo due numeri A e B tali che:

_ 1 _ A B
T nn—1) o e

Se= )t aztastast gt .. gy, =

ay



Svolgiamo i calcoli:
A + B _ Amn—-1)+Bn _(A+Bn—A

n n—1  nn-1 — nnh-1)
Per il principio di identita dei polinomi, deve essere:
A+B=0
- A=-1, B=1.
all
Riscriviamo a, e la serie assegnata:
= + o0 + o0
a, = 1 n DRI 1 _ ( | l) .
n n—1 n=1 n T — — n

La ridotta s, assume la forma:
= L_L) (L_L> (L_L) ( 1 _ 1 ) ( 1 _i>= L
S"_(l e s R e e e L

Siamo in grado ora di calcolare il limite di s, per n —+ oo, ossia lim (1 = —1—) = 1.

n—-+oo n

Concludiamo che la serie Z ¢ convergente e la sua somma vale 1.

nzl’l n

Osservazione. Una serie del tipo (a; —a,) +(a; —as) + (a3 —ay) +... + (a,—a,+1) + ... € detta

telescopica. Per essavale: s, = a;,—a,,, e lim s,=a,— hm L Ay 1.

n—+oo



ESERCIZIO GUIDA

+ oo
Applicando la definizione, verifichiamo che la serie 12’12?)—25 e divergente.
n=1
Scriviamo la serie in forma estesa:
37 4 . 6l 73 12n + 25
20+20+20+20+'"+ 20 s
Osserviamo che da ogni termine possiamo ottenere il successivo sommando %, ovvero %
Gli addendi della serie formano una progressione aritmetica di ragione %, aventi come primo ele-
37
mento 20

Pertanto, possiamo calcolare la ridotta s, ricordando che, se a, ¢ una progressione aritmetica, vale:

¢ = g+ a.
n 2 4
.37 _12n+25 o
Poiché a; = 50 €4n =~ 5, ofteniamo:
RETE ST 2 WETE W T I B I
S"‘z(zo+ 200 /> 2%\10 5% T 20" 0"

Calcolando infine lim s,, possiamo stabilire il carattere della serie.
n—-1T0oo

Poiché nljl}‘l@(% n—+ % n2> = + o0, la serie diverge positivamente.



ESERCIZIO GUIDA

+ o0
Applicando la definizione, verifichiamo che la serie Z sen(n : @;—1

) ¢ indeterminata.
=l

Riscriviamo la serie nel modo seguente:

+Zo:osen<7t n+1) Zsen( +n7t)

n=1 n=1
=sen(%+7t>+sen(%+27c)+sen<%+37t)+ T I
daculsi= 11 =0, s:=—1.5:,=0,...

Le ridotte assumono valore — 1 0 0 a seconda che n sia dispari o pari.
Pertanto, l1m s, non esiste e la serie ¢ indeterminata.

n—-+oo



ESERCIZIO GUIDA

Studiamo la seguente serie geometrica. Se la serie ¢ convergente, calcoliamo la sua somma.
+

5 (i)"

n=0 7

Si tratta di una serie geometrica di ragione q = > Poiché —1 < q < 1, la serie converge.

7
Calcoliamo la somma s = ﬁ :
3 4



ESERCIZIO GUIDA

+oo
Determiniamo per quali valori reali di x la serie geometrica ) (x> — 3x + 1)" converge.
n=1

La ragione g & x> — 3x + 1 e, per la convergenza, deve essere —1 < g < 1. Quindi risolviamo il sistema:

{x2—3x+1>—1

x*—-3x+1<1
x*—3x+2>0 {(x—l)(x—2)>0 {x<1Vx>2

= — < w3
{x2—3x<0 x(x —3) <0 Oi<x<3 Le s

Percio la serie convergese 0 <~ x < 1V 2 < x < 3



MATEMATICA E
DINTORN]I




&® Paradossi di Zenone

Zenone di Elea, filosofo greco del V secolo a.C., usava
il paradosso come strumento retorico per dimostrare
«a rigor di logica» le idee del suo maestro Parmenide,
spesso in contraddizione col senso comune e I'espe-
rienza. Se Parmenide voleva dimostrare che I'«Esse-
re» ¢ unico e immutabile, Zenone costruiva giochi
logici per negare addirittura il movimento.



Nelle ipotesi di uno dei suoi paradossi diceva che per
attraversare 'intera lunghezza di uno stadio bisogna
prima percorrerne la meta, prima ancora un quarto,
ancora prima un ottavo e cosi via. Zenone rappre-
sentava quindi una distanza come una somma in-
finita di frazioni, o meglio, come la serie numerica

formata dalle potenze di %:




Il paradosso di Zenone continuava sostenendo che era
quindi impossibile percorrere in un tempo finito una
quantita infinita di parti di spazio: ne sarebbe sempre
e comunque rimasta una davanti a chi si fosse cimen-
tato nell'impresa, qualunque fosse stata la distanza in
oggetto.

A parole il ragionamento fila, ma, tenendo conto del
passaggio al limite e della formula che ci permette di
calcolare la somma della serie geometrica di ragione

Eh la serie che descrive gli infiniti spazi percorsi nel-

lo stadio ha per somma: ; R S
1 —

1
2




Il paradosso € quindi svelato. La distanza ¢ finita
anche «a rigor di logica» e quindi percorribile in un
tempo finito, nonostante sia rappresentabile come
somma di infiniti termini. Oltre al paradosso dello
stadio, anche il paradosso di Achille e quello della
freccia speculano sull’infinita divisibilita dello spazio;
['attenzione su questo tema ¢ il motivo per cui molti
matematici si sono interessati a Zenone di Elea.



€ Matematic’Arte

L" artista presenta in forma visiva una
serie matematica.

Sol LeWitt
3 Part Set 789

1968, Colonia,
Wallraf-Richartz
Museum




S, =0

S5;=0+1=1
S,=0+1+2=3

3
S;=>»Yn=0+1+2+3=6

Quando gli addendi sono infiniti si parla di serie.

En=o+1+2+3+4+5+
n=0

Quanto vale questa somma?



Poiché nel cubo di lato 3 l'ultima ridotta rappresentabile e
S¢ =21, i numeri 7 8 9 presenti nel titolo dell’opera
potrebbero ricordare che il calcolo delle ridotte, la cui
rappresentazione esce dai confini del cubo (la serie e

divergente), puo essere proseguito all’infinito.



le a

Ma la somma di infiniti numeri puo essere ugua
un numero finito?!

Proviamo con un altro esempio.

32

16

Escher
Limite del quadrato

(1964)

La struttura di
quest'opera di Escher é

basata proprio
su tale serie, detta serie

geometrica
di ragione 1/2
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